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Sec. 0 - 研究の背景 (1/2)

Let

· (Mm, gM ), (Nn, gN ) : Riemannian 多様体.

· φ : (Mm, gM ) → (Nn, gN ) ; C∞ 級写像.

harmonic/biharmonic map

· φ が調和写像
def⇐⇒ φ はエネルギー汎関数 E(φ) =

1

2

∫
M

|dφ|2dµgMの臨界点.

⇐⇒ τ(φ) = trgM∇dφ = 0.

· φ が二重調和写像
def⇐⇒ φ は二重エネルギー汎関数 E2(φ) =

1

2

∫
M

|τ(φ)|2dµgMの臨界点.

⇐⇒ τ2(φ) = −∇∗∇τ(φ)− trgM
(
RN (dφ(·), τ(φ))dφ(·)

)
= 0.
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Sec. 0 - 研究の背景 (2/2)

Definition (Howard 1993)

G/K: 等質空間, M : G/K の V0 型コンパクト部分多様体.

このとき, 部分多様体M に対し

IP(M) :=

∫
M

P(hMx ) dµgM ,

と定める. ここで hM はM の第二基本形式, P は hM に関する不変多項式として
いる.

In this talk

まず, Riemann 多様体間の写像 φに対し, 写像の第二基本形式を用いて積分不変
量を定める. 次に, 二重エネルギー汎関数 E2(φ)を含むエネルギー汎関数の族を構
成する. ここで, この族の中からいくつかのエネルギーに着目しその変分公式を導
出した.
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Sec. 1 - 写像に対する積分不変量 (1/3)

Setting

· II(Em,En) :=
{
H : Em × Em → En ; 対称双線形形式},

G := O(m)×O(n).

⇝ G ↷ II(Em,En)
def⇐⇒ ∀g = (a, b) ∈ G, ∀H ∈ II(Em,En)

(gH)(u, v) := b
(
H(a−1u, a−1v)

)
(u, v ∈ Em)

⇝ II(Em,En)上の G作用で不変な関数 P を考える.

i.e. P(gH) = P(H), ∀g ∈ G, ∀H ∈ II(Em,En)

· (Mm, gM ), (Nn, gN ) : Riemann 多様体, φ : M → N ; C∞ 写像.

· 写像 φの第二基本形式は対称双線形形式;

∇̃dφ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(φ−1TN)

であり, 次で定義される.

(∇̃dφ)(X,Y ) := ∇X

(
dφ(Y )

)
− dφ(∇XY ) (X,Y ∈ Γ(TM)).
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Sec. 1 - 写像に対する積分不変量 (2/3)

各点 x ∈ M に対し, TxM と Em, Tφ(x)N と En をそれぞれ同一視することで,

II(Em,En)と TxM �TxM ⊗Tφ(x)N の間に線形同型な対応を作ることができる.

つまり, (∇̃dφ)x ∈ TxM � TxM ⊗ Tφ(x)N に対し Hx := (hα
ij) ∈ II(Em,En)を対

応させる. ここで

hα
ij = gN

(
(∇̃dφ)x(ei, ej), ξα

)
としている. {ei}mi=1 は TxM の, {ξα}nα=1 は Tφ(x)N の正規直交基底である.

II(Em,En)上の G不変な関数 P に対し,

写像 φの第二基本形式から定まる不変関数 P を次で定める.

P
(
(∇̃dφ)x

)
:= P(Hx)
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Sec. 1 - 写像に対する積分不変量 (3/3)

Definition (写像の第二基本形式から定まる積分不変量)

(Mm, gM ): m次元 Riemann多様体, (Nn, gN ): n次元 Riemann多様体,

P: II(Em,En)上の G不変な関数 とする. このとき, なめらかな写像
φ ∈ C∞(M,N)に対し, φの第二基本形式から定まる積分不変量 を次で定める.

IP(φ) :=

∫
M

P
(
(∇̃dφ)x

)
dµgM .

Remark

IP(φ)は関数 P に関する写像 φの不変量になっている.

実際, 任意の f ∈ Isom(M)と g ∈ Isom(N)に対し次が成り立つ.

IP(g ◦ φ ◦ f−1) = IP(φ)
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (1/12)

Definition (多項式 Q1, 多項式 Q2)

H = (hα
ij) ∈ II(Em,En)に対し, 多項式 Q1と多項式 Q2を次で定める.

Q1(H) =
∑

α

∑
i,j(h

α
ij)

2, Q2(H) =
∑

α

(∑
i h

α
ii

)2
.

hα
ij は Em と En にそれぞれ正規直交基底を取った時の成分表示としている.

Note 多項式 Q1 と Q2 はそれぞれ G不変な 2次の斉次多項式である.

Remark

φを Riemann 多様体間のなめらかな写像とすると次が成り立つ.

Q1

(
(∇̃dφ)x

)
= |∇̃dφ|2(x), Q2

(
(∇̃dφ)x

)
= |trgM (∇̃dφ)|2(x)
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (2/12)

Definition (Q1 写像, Q2 写像)

φ ∈ C∞(M,N)に対し,

Q1 エネルギー汎関数とQ2 エネルギー汎関数をそれぞれ次で定める.

IQ1(φ) =

∫
M

Q1

(
(∇̃dφ)x

)
dµgM =

∫
M

|∇̃dφ|2dµgM ,

IQ2(φ) =

∫
M

Q2

(
(∇̃dφ)x

)
dµgM =

∫
M

|trgM (∇̃dφ)|2dµgM .

このとき, IQ1(φ)の臨界点をQ1 写像, IQ2(φ)の臨界点をQ2 写像と呼ぶ.

Note Q2 エネルギー汎関数は 2倍の二重エネルギー汎関数と一致する.

IQ2(φ) =

∫
M

|trgM (∇̃dφ)|2dµgM =

∫
M

|τ(φ)|2dµgM = 2E2(φ)
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (3/12)

∇̃2dφ ∈ Γ
(⊗3

T ∗M ⊗ φ−1TN
)と ∇̃3dφ ∈ Γ

(⊗4
T ∗M ⊗ φ−1TN

)は
それぞれ次で定義される.

(∇̃2dφ)(X,Y, Z) := ∇X

(
(∇̃dφ)(Y, Z)

)
− (∇̃dφ)(∇XY, Z)

− (∇̃dφ)(Y,∇XZ)

(∇̃3dφ)(X,Y, Z,W ) := ∇X

(
(∇̃2dφ)(Y, Z,W )

)
− (∇̃2dφ)(∇XY, Z,W )

− (∇̃2dφ)(Y,∇XZ,W )− (∇̃2dφ)(Y, Z,∇XW )

ここで X,Y, Z,W ∈ Γ(TM)としている.

Note ∇̃2dφに対し次が成り立つ.(
∇̃2dφ

)
(X,Y, Z) =

(
∇̃2dφ

)
(X,Z, Y )
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (4/12)

Theorem (Q1 エネルギーと Q2 エネルギーの第一変分公式)

(Mm, gM )をコンパクト Riemann多様体, (Nn, gN )を Riemann多様体とし,

φ : (Mm, gM ) → (Nn, gN )をなめらかな写像とする. また, {φt}t∈I を変分ベクト
ル場 V で生成されるなめらかな変分とする. このとき次が成り立つ.

d

dt
IQi(φt)

∣∣∣∣
t=0

= 2

∫
M

〈Wi(φ), V 〉 dµgM (i = 1, 2) .

ここで, W1(φ)とW2(φ)はそれぞれ

W1(φ) =
∑
i,j

{
(∇̃3dφ)(ei, ej , ei, ej) +RN

(
(∇̃dφ)(ei, ej), dφ(ei)

)
dφ(ej)

}
W2(φ) =

∑
i,j

{
(∇̃3dφ)(ei, ei, ej , ej) +RN

(
(∇̃dφ)(ei, ei), dφ(ej)

)
dφ(ej)

}
で定められる. また, {ei}mi=1 は (Mm, gM )の局所正規直交枠場とする.
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (5/12)

証明の概略
φのなめらかな変分 {φt}t∈I を考えることで, 次の写像 Φが得られる.

Φ : M × I → N, (x, t) 7→ Φ(x, t) =: φt(x) s.t. φ0(x) = φ(x) (∀x ∈ M)

V で変分ベクトル場をあらわすことにする, つまり次が成り立つ.

V = dΦ
(

∂
∂t

∣∣
t=0

)
∈ Γ(φ−1TN)

{ei}mi=1 で x ∈ M の近傍 U 上の局所正規直交枠場をあらわすとると,{
ei,

∂
∂t

}は (x, t) ∈ M × I の近傍 U × I 上の正規直交枠場となる.

このとき次が成り立つ.

∇ ∂
∂t

∂
∂t = 0, ∇ ∂

∂t
ei = ∇ei

∂
∂t = 0 (1 ≤ i ≤ m)
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (6/12)

Q1 エネルギーの場合, まず

IQ1(φ) =

∫
M

〈
∇̃dφ, ∇̃dφ

〉
dµgM

=

∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃dφ

)
(ei, ej),

(
∇̃dφ

)
(ei, ej)

〉
dµgM

となる. ここで任意の変分 {φt}t∈I に対し次が成り立つ.

d

dt
IQ1(φt) =

d

dt

∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃dΦ

)
(ei, ej),

(
∇̃dΦ

)
(ei, ej)

〉
dµgM

= 2

∫
M

∑
i,j

〈
∇ ∂

∂t

(
(∇̃dΦ)(ei, ej)

)
, (∇̃dΦ)(ei, ej)

〉
dµgM
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (7/12)

このとき次が成り立つ.

∇ ∂
∂t

(
(∇̃dΦ)(ei, ej)

)
=
(
∇̃ ∂

∂t
∇̃eidΦ

)
(ej)

=
(
∇̃ei∇̃ ∂

∂t
dΦ
)
(ej)−

(
∇̃[ei, ∂

∂t ]
dΦ
)
(ej)−

(
R̃

(
ei,

∂

∂t

)
dΦ

)
(ej)

=
(
∇̃2dΦ

)(
ei, ej ,

∂

∂t

)
−RN

(
dΦ(ei), dΦ

(
∂

∂t

))
dΦ(ej)

これより
d

dt
IQ1(φt) = 2

∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃2dΦ

)(
ei, ej ,

∂

∂t

)
,
(
∇̃dΦ

)
(ei, ej)

〉
dµgM

− 2

∫
M

∑
i,j

〈
RN

(
dΦ(ei), dΦ

(
∂

∂t

))
dΦ(ej),

(
∇̃dΦ

)
(ei, ej)

〉
dµgM

となる.
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (8/12)

Lemma

上述の設定の下, 次が成り立つ.∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃2dΦ

)(
ei, ej ,

∂

∂t

)
,
(
∇̃dΦ

)
(ei, ej)

〉
dµgM

=

∫
M

∑
i,j

〈
dΦ

(
∂

∂t

)
,
(
∇̃3dΦ

)
(ei, ej , ei, ej)

〉
dµgM

この補題を先述の式に適応すると
d

dt
IQ1(φt)

= 2

∫
M

∑
i,j

〈
(∇̃3dΦ)(ei, ej , ei, ej) +RN(

(∇̃dΦ)(ei, ej), dΦ(ei)
)
dΦ(ej), dΦ

(
∂

∂t

)〉
dµgM

となる. ここで t = 0とすることで Q1 エネルギーの第一変分公式を得る.
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (9/12)

Q2 エネルギーの場合, まず

IQ2(φ) =

∫
M

〈
trgM

(
∇̃dφ

)
, trgM

(
∇̃dφ

)〉
dµgM

=

∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃dφ

)
(ei, ei),

(
∇̃dφ

)
(ej , ej)

〉
dµgM

となる. ここで任意の変分 {φt}t∈I に対し次が成り立つ.

d

dt
IQ2(φt) =

d

dt

∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃dΦ

)
(ei, ei),

(
∇̃dΦ

)
(ej , ej)

〉
dµgM

= 2

∫
M

∑
i,j

〈
∇ ∂

∂t

(
(∇̃dΦ)(ei, ei)

)
, (∇̃dΦ)(ej , ej)

〉
dµgM
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (10/12)

このとき次が成り立つ.

∇ ∂
∂t

(
(∇̃dΦ)(ei, ei)

)
= · · · =

(
∇̃2dΦ

)(
ei, ei,

∂

∂t

)
−RN

(
dΦ(ei), dΦ

(
∂

∂t

))
dΦ(ei)

これより
d

dt
IQ2(φt) = 2

∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃2dΦ

)(
ei, ei,

∂

∂t

)
,
(
∇̃dΦ

)
(ej , ej)

〉
dµgM

− 2

∫
M

∑
i,j

〈
RN

(
dΦ(ei), dΦ

(
∂

∂t

))
dΦ(ei),

(
∇̃dΦ

)
(ej , ej)

〉
dµgM

となる.
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (11/12)

Lemma

上述の設定の下, 次が成り立つ.∫
M

∑
i,j

〈(
∇̃2dΦ

)(
ei, ei,

∂

∂t

)
,
(
∇̃dΦ

)
(ej , ej)

〉
dµgM

=

∫
M

∑
i,j

〈
dΦ

(
∂

∂t

)
,
(
∇̃3dΦ

)
(ei, ei, ej , ej)

〉
dµgM

この補題を先述の式に適応すると
d

dt
IQ2(φt)

= 2

∫
M

∑
i,j

〈
(∇̃3dΦ)(ei, ei, ej , ej) +RN(

(∇̃dΦ)(ej , ej), dΦ(ei)
)
dΦ(ei), dΦ

(
∂

∂t

)〉
dµgM

となる. ここで t = 0とすることで Q2 エネルギーの第一変分公式を得る.
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Sec. 2 - Q1, Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式 (12/12)

Jiang氏の導出した二重エネルギー汎関数の第一変分公式と,

Q2 エネルギー汎関数の第一変分公式を比較することで次を得た.

Proposition

φ : (Mm, gM ) → (Nn, gN )を Riemann多様体間のなめらかな写像とする.

このとき次が成り立つ.

−∇∗∇τ(φ) =
∑

i,j

(
∇̃3dφ

)
(ei, ei, ej , ej)

ここで −∇∗∇ :=
∑

k

(
∇ek∇ek −∇∇ek

ek

)は疎ラプラシアン,

{ei}mi=1 は (Mm, gM )の局所正規直交枠場としている.
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (1/9)

Definition (Chern–Federer多項式)

H = (hα
ij) ∈ II(Em,En)に対し, 2次の Chern–Federer多項式を次で定める.

CF(H) := Q2(H)−Q1(H).

Definition (Chern–Federerエネルギー, Chern–Federer写像)

φ ∈ C∞(M,N)に対し, Chern–Federerエネルギー汎関数を次で定める.

ICF(φ) =

∫
M

CF
(
(∇̃dφ)x

)
dµgM .

このとき, ICF(φ)の臨界点をChern–Federer写像と呼ぶ.
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (2/9)

Definition (Willmore–Chen多項式)

H = (hα
ij) ∈ II(Em,En)に対し, Willmore–Chen多項式を次で定める.

WC(H) := mQ1(H)−Q2(H).

Definition (Willmore–Chenエネルギー, Willmore–Chen写像)

φ ∈ C∞(M,N)に対し, Willmore–Chenエネルギー汎関数を次で定める.

IWC(φ) =

∫
M

WC
(
(∇̃dφ)x

)
dµgM .

このとき, IWC(φ)の臨界点をWillmore–Chen写像と呼ぶ.
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (3/9)

φ : (Mm, gM ) → (Nn, gN )を C∞ 級写像,

α と β を α2 + β2 6= 0を満たす定数とする. このとき写像 φが

αW1(φ) + βW2(φ) = 0

を満たすとき, (αQ1 + βQ2)写像と呼ぶことにする.

(αQ1 + βQ2)写像に対し, それぞれ以下が成り立つ.

1. φが Q1 写像 ⇔ (α, β) = (1, 0) ;

2. φが Q2 写像 ⇔ (α, β) = (0, 1) ;

3. φが Chern–Federer 写像 ⇔ (α, β) = (−1, 1) ;

4. φがWillmore–Chen 写像 ⇔ (α, β) = (m,−1).
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (4/9)

Proposition (Chern–Federerエネルギーの Euler–Lagrange方程式の表示)

なめらかな写像 φ : (Mm, gM ) → (Nn, gN )が Chern–Federer写像であることの必
要十分条件は, 次が成り立つことである.

0 =
∑
i,j

{(
∇RN

)(
dφ(ei), dφ(ei), dφ(ej)

)
dφ(ej)−

(
∇̃dφ

)(
ei, R

M (ei, ej)ej
)

− dφ
(
(∇RM )(ei, ei, ej)ej

)
+ 2RN

(
(∇̃dφ)(ei, ei), dφ(ej)

)
dφ(ej)

+ 2RN
(
dφ(ei), (∇̃dφ)(ei, ej)

)
dφ(ej)

}
.

ここで, {ei}mi=1 は (Mm, gM )の局所正規直交枠場としている.

Note Chern–Federerエネルギー ICF(φ)の Euler–Lagrange方程式は,

φに関する 2階の偏微分方程式になっていることがわかる.
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (5/9)

先の命題の証明には次の 2つの補題を使う.

Lemma

なめらかな写像 φ : M → N と X,Y, Z ∈ Γ(TM)に対し, 次が成り立つ.(
∇̃2dφ

)
(X,Y, Z)−

(
∇̃2dφ

)
(Y,X,Z)

= RN
(
dφ(X), dφ(Y )

)
dφ(Z)− dφ(RM (X,Y )Z)

Lemma

なめらかな写像 φ : M → N と X,Y, Z,W ∈ Γ(TM)に対し, 次が成り立つ.(
∇̃3dφ

)
(X,Y, Z,W )−

(
∇̃3dφ

)
(X,Z, Y,W )

=
(
∇RN

)(
dφ(X), dφ(Y ), dφ(Z)

)
dφ(W ) +RN

(
(∇̃dφ)(X,Y ), dφ(Z)

)
dφ(W )

+RN
(
dφ(Y ), (∇̃dφ)(X,Z)

)
dφ(W ) +RN

(
dφ(Y ), dφ(Z)

)
(∇̃dφ)(X,W )

− (∇̃dφ)
(
X,RM (Y, Z)W

)
− dφ

(
(∇RM )(X,Y, Z)W

)
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (6/9)

Note Chern–Federerエネルギーは次のようにあらわすことができる.

ICF(φ) = IQ2−Q1(φ)

=

∫
M

Q2

(
(∇̃dφ)x

)
−Q1

(
(∇̃dφ)x

)
dµgM

=

∫
M

∑
α

(∑
i

hα
ii

)2 −∑
α

∑
i,j

(hα
ij)

2dµgM

=

∫
M

∑
α

∑
i,j

det

(
hα
ii hα

ij

hα
ij hα

jj

)
dµgM .
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (7/9)

Theorem (Chern–Federerエネルギーの Euler–Lagrange方程式の別表示)

なめらかな写像 φ : (Mm, gM ) → (Nn, gN )が Chern–Federer 写像であることの必
要十分条件は次が成り立つことである.

C(µ+ ν) = 0,

ここで C は

C := det

(
C12 C13

C24 C34

)
,

であり Cij は縮約としている. また, µ, ν はそれぞれ以下で定められる, φ−1TN

に値を持つ (0, 4)型のテンソル場である.

µ(X1, X2, X3, X4) := (∇̃3dφ)(X1, X2, X3, X4),

ν(X1, X2, X3, X4) := RN
(
(∇̃dφ)(X3, X4), dφ(X1)

)
dφ(X2)

ただしここで X1, X2, X3, X4 ∈ Γ(TM)としている.
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (8/9)

証明の概略
まず

µijkl := µ(ei, ej , ek, el)

=
(
∇̃3dφ

)
(ei, ej , ek, el)

νijkl := ν(ei, ej , ek, el)

= RN
(
(∇̃dφ)(ek, el)dφ(ei)

)
dφ(ej)

とおく. ここで {ei}mi=1 は (Mm, gM )の局所正規直交枠場としている. これより∑
i,j

(∇̃3dφ)(ei, ei, ej , ej)− (∇̃3dφ)(ei, ej , ei, ej)

=
∑
i,j

µiijj − µijij =
∑
i,j

µ i j
i j − µ ij

ij

= C12C34 µ− C13C24 µ = det

(
C12 C13

C24 C34

)
µ

を得る.
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Sec. 3 - Chern–Federer エネルギーの Euler–Lagrange 方程式 (9/9)

同様にして∑
i,j

RN
(
(∇̃dφ)(ei, ei), dφ(ej)

)
dφ(ej)−RN

(
(∇̃dφ)(ei, ej), dφ(ei)

)
dφ(ej)

= · · · = det

(
C12 C13

C24 C34

)
ν

を得る. これより

W2(φ)−W1(φ) = det

(
C12 C13

C24 C34

)
(µ+ ν)

となる.
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今後の展望について

今後の研究の方向性として以下のことを考えている.

· 変分問題の観点からの研究を更に進める.

· 写像の積分不変量の幾何的性質を明らかにする.

· 可積分系の観点から Chern–Federer 写像について研究を進める.

ご清聴いただきありがとうございました.
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